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Problema 1

Sea m un entero positivo de k digitos. Un ntimero m se dice alero de n si existen
digitos a1, ..., ax diferentes entre si y distintos de cero tales que m es obtenido al
sumarle al digito de la posicién ¢ de n el digito a; y ninguna suma sea mayor que
9. Por ejemplo, si n = 2024 y se escogen a; = 2, ax = 1, a3 = 5, ag = 3, entonces
m = 4177 es alero de n, pero no se puede obtener un alero de n si se escogen a; = 2,
az =1, ag =5, ag = 6 porque 4 4+ 6 es mayor que 9. Encontrar el menor n multiplo
de 2024 que tenga un alero que también sea miltiplo de 2024.

Solucion. La respuesta es . Primero, notemos que 10120 = 2024 - 5 cumple,
ya que 48576 = 2024 - 24 es alero a n, pues podemos escoger (a1, az,as,as,as) =
(3,8,4,5,6). Ahora, demostremos que es el minimo. Digamos que n cumple la pro-
piedad, es decir, existe un m alero a n, y 2024 | n,m. Entonces, tenemos que
{ = @az...a; = m — n también es multiplo de 2024. Es facil ver que n debe
tener al menos 5 digitos, ya que, si tuviera 4 digitos, entonces ¢ también tendria 4
digitos, pero ningén multiplo de 2024 de 4 digitos tiene todos sus digitos distintos
entre si y distintos a 0:
{2024, 4048, 6072, 8096 }

Luego, n tiene al menos 5 digitos, por lo que n > 10120, como queriamos. [J
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Problema 2

Se tiene una fila con 2024 casillas. Ana y Beto juegan alternadamente, comenzando
por Ana. En su turno, cada jugador selecciona una casilla vacia y coloca un digito
en dicho espacio. Cuando se llenan las 2024 casillas, se lee el niimero que se obtiene
de izquierda a derecha, ignorando los posibles ceros iniciales. Beto gana si el ntimero
resultante es multiplo de 99, y en caso contrario gana Ana. Determinar cual de los
dos jugadores tiene una estrategia ganadora y describirla.

Solucion. tiene la estrategia ganadora. Describdmosla. Como hay 2024 casillas,
si las enumeramos, podemos decir que hay 1012 casillas pares y 1012 casillas impares.
La estrategia de Beto es la siguiente:

1. Si Ana coloca el digito k en una casilla par, Beto coloca el digito 9 — k en otra
casilla par.

2. Si Ana coloca el digito k en una casilla impar, Beto coloca el digito 9 — k en
otra casilla impar.

Notemos que Beto siempre puede hacer esto, ya que, si 0 < k < 9, entonces 0 <
9 — k < 9. Ademas, hay una cantidad par de casillas pares e impares, por lo que,
si Ana coloca en una casilla par/impar, siempre habra alguna casilla par/impar en
la que Beto pueda colocar su ntimero. Solo falta demostrar que el nimero que Beto
obtiene es un multiplo de 99. En efecto, notemos que la suma de sus digitos es 1012-9,
que es multiplo de 9, y la diferencia de la suma de sus digitos en posicién par y la
suma de sus digitos en posicién impar es

506 -9 —506-9 =0,

por lo que también es miltiplo de 11. Por tanto, es multiplo de 99, por lo que la
estrategia de Beto funciona, como queriamos. [
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Problema 3

Sea ABC un tridngulo, H su ortocento y I' su circuncirculo. Sea J el punto diame-
tralmente opuesto a A en I'. Los puntos D, E, F' son los pues de las alturas desde A,
B y C, respectivamente. La recta AD intersecta a I' de nuevo en P. El circuncirculo
de EFP corta de nuevo a I' en ). Sea K la segunda interseccién de JH con T
Demostrar que K, D y @ son colineales.

Solucion 1. Sea M el punto medio de BC'. Es conocido (y no es dificil de probar
por angulos) que H, M y K son colineales, que AEFK es ciclico, que JP || BC'y
que F,M,D y H son conciclicos (circunferencia de los nueve puntos). Ahora, por
ejes radicales, como AFFK, BCEF y ABCK son ciclicos, las rectas AK, EF y
BC concurren, digamos en T'. Mas aun, por ejes radicales, como AFEK, EFQP y
AQPK son ciclicos, PQ) también pasa por T

Ahora, por potencia de punto,
TD-TM=TE-TF=TP-TQ,
por lo que MQPD es ciclico. De aqui, notemos que
PC+CK _PC+BJ
2 2

LPQK = =/BMJ=/PMD = /ZPQ@D.

Por lo tanto, Q, D y K son colineales, como queriamos. [J
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Solucién 2. Como en la primera solucion, AK, EF y BC concurren en T. Sea Q'
el segundo punto de interseccion de KD con I'. Notemos que Q' # P, excepto si
AABC es isosceles, en cuyo caso el problema es trivial. Digamos que 77 = Q" PN BC

Es conocido (digamos, por Ceva-Menelao) que (B,C;T,D) = (B,C;D,T) = —1,
por lo que

(B,C;T',D) £ (B,C;¢’, 4) £ (B,C;D,T) = -1 = (B,C;T, D).
Por lo tanto, T' = T". Ahora, por potencia de punto,
TP-TQ' =TC-TB=TE-TF,

por lo que EFQ’'P es ciclico, es decir, Q = Q'. Como @', D y K son colineales por
defenicién, terminamos. [J
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Problema 4

Sea ABC' un triangulo, I su incentro y I' su circuncirculo. Sea D la segunda inter-
seccion de Al con T'. la recta paralela a BC por I corta a ABy a AC en Py Q,
respectivamente. Demostrar que los tridngulos IFF y ABC' son semejantes.

Solucion 1. Primero, recordemos que DB = DI = DC (esto se puede verificar
facilmente por angulos). Ahora, notemos que ZCI1Q = ZICB = ZGCI, por lo que
AQIC es isosceles. Como ADCT también es isosceles, D@ es la mediatriz de IC,

por lo que
ZCDA  ZCBA

2 2

es decir, el cuadrildtero BDF'I es ciclico. De aqui, tenemos que

LFDI =

= /FBI,

4DIF = /DBC = ZDAC,

por lo que IF || AC. De la misma manera, I[E || AB. Por lo tanto, AABC y
AIEF tienen sus lados correspondientes paralelos, por lo que son semejantes, como
queriamos. [
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Solucion 2. Sea. X = AI N BC. Como en la solucién anterior, sabemos que DB =
DC = DI. También es conocido que ABDX ~ AADB (no es dificil de probar por

angulos).

Por lo tanto,

DA DA DB DI DP

DI DB DX DX DE
Por el teorema de Tales, esto implica que [ E || AB. Concluimos de la misma manera
que en la soluciéon anterior. [
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Solucion 8. Sea L el punto medio del arco AC en I" que no contiene a B.

N

\ X))

D

Como en la primera solucion, llegamos a que D@ es bisectriz de ZC'DA, por lo
que DQ pasa por L. Ahora, aplicando el teorema de Pascal al hexangono ciclico
degenerado ADLLBC, obtenemos que I, F'y cosc (el punto en el infinito en la
direccion de AC) son colineales, es decir, IF' || AC. Concluimos de la misma manera
que en la primera solucion. [
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Problema 5

Sean x,y nimeros reales positivos cumpliendo las siguientes ecuaciones:

VI (2+535) =3
5 _
VI(2-a) =2

Encontrar el mayor valor de = + .

Solucion 1. La respuesta es . Primero, x +y = 5 es posible si x = 1

y y = 4. Ahora, demostremos que es el mayor. Asumamos por contradicciéon que
existen x,y que cumplen el sistema de ecuaciones tales que x +y > 5. Si este es el
caso, por la segunda ecuacion, tenemos que

\/gz\/g<2—g><\/§<2—xiy>=2,

por lo que y < 4. Ahora, demostraremos que z < 1. Asumamos por contradiccién
que x > 1. En este caso, por la primera ecuacién, tenemos que

oety) -
\/E<2+x+><3

2x/x + 137 < 3z + 12
(e +13)(Vz—-1) <z -1
204+ 13 < r+1
2r 4+ 12 < /x,

por lo que
Vr<az<2r+12 <+,

pero esto es una contradiccion. Luego, debemos tener que z < 1. Sin embargo, esto
implica que
r+y<l4+4=25,

pero habiamos asumido que x + y > 5. Esto es una contradiction. Por lo tanto,
x4+ y < 5, como queriamos. [
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Solucion 2. La respuesta es . Primero, x +y = 5 es posible si z = 1y
y = 4. Ahora, demostremos que es el mayor. Demostremos que, no solo es el mayor
valor posible de x + y, sino que es el tnico valor posible. Sea n = x + y. Notemos

que
) 3

=" >0,
7]

por lo que n > % Despejando x y elevando al cuadrado en nuestra primera ecuacién,
obtenemos

9(x + y)? 9n?

C Q+y)+5)? (202 +5)%

De manera similar, con la segunda ecuacién, obtenemos que

B 4n?
v= (2n2 — 5)2°

Ahora, sumando ambas ecuaciones, obtenemos

9n? n 4n?
(2n+5)2  (2n2 —5)2’

Expandiendo todo, obtenemos
(n — 5)(16n° 4 28n? 4 40n — 125) = 0.
Ahora, como n > %, tenemos que
16n 4+ 28n% +40n — 125 > 21254+ 7-25+20 -5 — 125 > 0,

por lo que podemos cancelar el factor de (16n3 4 28n? +40n — 125), pues es distinto
de 0. Por lo tanto, obtenemos

(n — 5)(16n° 4 28n% 4+ 40n — 125) = 0

n—5=0
n=>5
T4y =05,

como queriamos. []
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Problema 6

Sean n > 2, k > 2 enteros positivos. Un gato y un raton estan jugando Wim, que
consiste en quitar piedras. Inician con n piedras y las quitan por turnos alternada-
mente, empezando por el gato. En cada turno, se vale quitar 1,2,3,... o k piedras
y pierde quien ya no pueda quitar més piedras en su turno. A un mapache le parece
muy aburrido Wim, y crea Wim 2, que es Wim pero con la siguiente regla adicional:
No puedes quitar la misma cantidad de piedras que quitd tu oponente en el turno
mmmediatamente anterior. Encontrar todos los valores de k tales que para todo n se
cumple que el gato tiene la estrategia ganadora en Wim si y solo si tiene la estrategia
ganadora en Wim 2.

Solucion. La respuesta es | Todos los k tales que va(k 4 1) es par ‘ Dividiremos la de-

mostracién en tres lemas.

Lema 1. Para un k fijo, el gato tiene la estrategia ganadora en Wim si y solo si n
no es un multiplo de k£ + 1.

Demostracion. Primero, asumamos que n no es multiplo de k + 1, es decir, que es
de la forma m(k+1)+a,conm >0y 1 < a < k. La estrategia del gato consiste en
siempre dejarle una cantidad multiplo de k£ + 1 de piedras al ratéon. Como 1 < a < k,
puede empezar haciendo esto al remover a piedras. Como al ratén siempre le tocara
remover alguna piedra, siempre dejaré una cantidad de pierdas que no sea miiltiplo
de k 4+ 1, y el gato puede repetir el proceso. Como el gato siempre puede responder
a las acciones del ratén, nunca se quedard sin movimientos, por lo que tiene la
estrategia ganadora (es un juego finito y sin empates, por lo que si tienes alguna
manera de no perder, ganas). Por exactamente la misma estrategia, si n es multiplo
de k + 1, sin importar lo que haga el gato, le dejara una cantidad de piedras de la
forma m(k + 1) + a al ratén, por lo que ahora es el raton el que tiene la estrategia
ganadora. Por lo tanto, el lema queda demostrado.

Lema 2. Si va(k+ 1) es impar, el gato tiene una estrategia ganadora paran = k+ 1
en Wim 2.

Demostracion. Digamos que k + 1 = 2%b, con a y b impares. La estrategia del gato
serd la siguiente:

1. Supongamos que el gato tiene 2°b piedras en su turno, con ¢ impar (como al
inicio del juego). En este caso, el gato quita 2°~!b piedras, dejando al ratén
con 2¢71b piedras.

2. Como el gato quité 2°71'b piedras y esto es Wim 2, el ratén no puede quitar
2¢=1p piedras, por lo que no puede quitar todas las piedras restantes. Si el ratén
quita d # 2°72b piedras, el gato simplemente quita 2°7'b — d piedras y gana.
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3. Si el ratéon quita 2¢72b piedras, el gato quedara con 2°~2b piedras, donde ¢ — 2
es impar, y repite el Paso 1.

De nuevo, como el gato siempre tiene una respuesta, tiene la estrategia ganadora,
como queriamos.

Lema 3. Si va(k + 1) es par, el gato tiene la estrategia ganadora en Wim 2 si y solo
si n no es un multiplo de k + 1.

Demostracion. Digamos que k + 1 = 2%b con a par y b impar. Primero, asumamos
que n no es multiplo de k + 1. La estrategia del gato seré la siguiente:

1. En su primer movimiento, el gato quita lo necesario para dejar al ratéon con
una cantidad de de piedras multiplo de k£ 4 1, digamos 2%bm piedras.

2. Si en cualquier momento el raton tiene 2°b¢ piedras (como al inicio del juego)
y quita d # 2%71b piedras, el gato simplemente quita 2%b — d piedras y deja al
raton con 2°b(¢ — 1) piedras.

3. Si el ratén quita 2¢71b piedras, el gato quedara con 29b(¢—1)+2%~1b piedras, y
entonces procede a quitar 2¢~2b piedras, dejando al ratén con 29b(£—1)+222p
piedras.

4. Asumamos que en algin momento el ratén tiene 2%p + 2°bf piedras, con p
cualquier entero, ¢ < a par y f impar (como al final del paso anterior). Si
el gato justamente acababa de quitar 2°bf piedras (como al final del paso
anterior), el raton no puede volver a quitar 2°bf piedras. Si quita e piedras,
con e # 2¢71bf, (2971 4-2¢71 )b, el gato puede quitar 2°bf —e 0 2%+ 2°bf —e
piedras (dependiendo de si e < 2°bf o e > 2°bf) y dejarlo en 2%bp o 2°b(p — 1)
piedras, regresando al ratéon al Paso 2.

5. Si el raton quita 2°71bf o (2071 +2¢71 ) . b piedras, la estrategia del gato serd
quitar 2°72bf o (2972 +2°72f) b piedras, respectivamente. Esto dejara al raton
con 2°b(p—1)+2°72bf 0 2%b(p—1) + (2% €+ £)2°72b piedras, respectivamente.
Esto regresa al ratéon al Paso 4.

Estudiando esta estrategia, el gato siempre tiene una respuesta para el ratéon, por
lo que tiene la estrategia ganadora si n no es miultiplo de k£ + 1. Por otro lado, si
n es miltiplo de k£ + 1, el gato empezara en el Paso 2 del raton en la estrategia
que acabamos de describir, por lo que los roles cambian y esta vez es el gato el que
pierde. Por lo tanto, el gato gana si y solo si n no es multiplo de k£ + 1 en este caso,
como queriamos.

Finalmente, por el Lema 2, vemos que los k tales que v2(k+1) es impar no funcionan,
ya que si funcionaran, por el Lema 1, el gato deberia perder cuando n = k + 1. Por
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otro lado, por el Lema 3, los k con ve(k+ 1) par cumplen que el gato tiene estrategia
ganadora para n en Wim 2 si y solo si la tiene en Wim. Por lo tanto, los posibles
valores de k son los que cumplen que vo(k + 1) es par, como queriamos. O



